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Ubungsblatt 4
Lineare Algebra 1

Aufgabe 1. (4 Punkte) Produkte von Gruppen und Kdorpern

(a) Seien (G1,0) und (Gg,0) zwei Gruppen. Zeige oder widerlege, dass das Produkt G x G
zusammen mit der komponentenweisen Verkniipfung

0:Gy x Gy — G1 x Gz, ((91,92), (h1,h2)) — (g1 0 h1,g2 © ha)
eine Gruppe bildet.

(b) Seien (Ki,+,-) und (Ks,+,-) zwei Korper. Man definiere auf dem Produkt K; x Kj
Addition und Multiplikation komponentenweise, d.h. fiir x1,y;1 € K; und 92,92 € Ko
definiere man

(w1, 22) + (y1,92) := (21 + Y1, T2 + ¥2);
(w1, 72) - (y1,92) = (T1 - Y1, T2 - Y2).
Zeige oder widerlege, dass (K1 x Ka,+,-) ein Korper ist.
Aufgabe 2. (4 Punkte) Quaternionen

Man betrachte die Menge R* := {(x1, 22, 73, 24) | 7; € R} aller 4-tuple von reellen Zahlen. In
dieser Aufgabe bezeichnen wir diese Menge mit H := R* und verwenden die Schreibweise

1+ 2 i+ x3-j+aa-ki=(21,22,23,74)

fiir Elemente aus H; 4, j und k sind hier als formale Symbole zu verstehen. Komponentenweise
Addition definiert eine Abbildung + : H x HH — H, d.h.

(@r+ae-itas-jtag-k)+ @ +y2-itys jtys-k):=
(@1+uy1) + (@2 +y2) i+ (w3 +ys) J+ (2a+ya) k.
Weiterhin definiere man eine Multiplikationsabbildung - : H x H — H, wie folgt:
(T1+ae-itas-jtaa-k) - (y1+y2-itys j+ya-k):=
(T1-y1 — 22 Y2 — 23 Y3 — T4 -Ya) + (1 Y2 + 22 Y1 + T3 Ys — T4 - Y3) - i+
(1 y3—@2-ya+ax3-y1+a4-y2) - J+ (X1 -ya+x2-y3 —T3-y2+x4-Yy1) - k.
(a) Wir verwenden die Kurzschreibweisen
1=140-i40-540-k, i = 0+1-i+0-j4+0-k, j = 04+0-i+1-j4+0-k und k& = 0+0-i+0-5+1-k.
Fiir alle Paare (z,y) € {1,4, 4, k}?, berechne man das Produkt z - y.

(b) Wir verwenden die Kurzschreibweise 0 = 04-0-i4-0-5+0-k und betrachten H* := H\ {0}.
Ist (H*,-) eine Gruppe? (Begriinde die Antwort kurz.)

(c) Welche Korperaxiome gelten fur (H, +,-)? Handelt es sich um einen Kérper? (Begriinde
die Antwort kurz.)

Bitte wenden.
Abgabe ist am Freitag 18. November 2016, vor (!) der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15 Uhr.




Aufgabe 3. (4 Punkte) Die Charakteristik eines Korpers ist eine Primzahl
Sei (K, +,-) ein Korper. Fiir eine positive ganze Zahl n, bezeichne man mit n -1 € K die
n-fache Summe des Eins Elements 1 € K, d.h.

n-l=1+--+1€eK.
1
n-ma.

Wie in der Vorlesung besprochen, ist die Charakteristik von K definiert durch

0, fallsn-1#0 fir alle n > 1;
char(K) :=
min{n >1|n-1=0} sonst.

Falls char(K) > 0, so zeige man, dass char(K) eine Primzahl ist.
(Tipp: Korper sind nullteilerfrei.)

Aufgabe 4. (4 Punkte) Eine Variation der komplexen Zahlen
Sei (K, +,-) ein Korper. Man betrachte die Menge K[I] := K2, wobei man fiir Elemente aus
K[I] die Schreibweise

x1+x9 - I = (21, 22)

verwendet; I ist hier als formales Symbol zu verstehen. Komponentenweise Addition definiert
eine Abbildung + : K[I] — K][I], d.h.

(@1tz2- D)+ +y2-1) = (21 +y1) + (22 +32) - L.
Weiterhin definiert man eine Multiplikation analog zum Fall der komplexen Zahlen, d.h.
(x14+x2-I)- (1 +ye-I):=(x1-y1 —22-y2) + (1 Y2 + 22 - y1) - L.

Zeige oder widerlege jeweils fiir die folgenden Koérper (K, +,-), ob (K[I],+,-) einen Korper
bildet:

(a) K C R ein Unterksrper von (R, +,-);
(b) (K, +,-) = (C+,0);
(c) (K,+,) = (Fa, +,-);
(d) (K, +,) = (F3,+, ).



Allgemeine Bemerkungen:

Wenn nicht explizit ausgeschlossen, diirfen Sie Sétze und Resultate aus der Vorlesung
ohne Beweis verwenden, miissen aber dabei immer die Nummer oder den Namen des
Satzes, oder aber die Aussage des Satzes, angeben, sodass klar ist, welches Resultat Sie
verwenden mdchten.

Bei Fragen zu diesem Ubungszettel, wenden Sie sich bitte an Thren Tutor, oder an den
Assistenten (schreied@math.uni-bonn.de).

Die neuen Ubungsblitter kénnen immer Freitags ab spitestens 12 Uhr von der Ho-
mepage der Vorlesung heruntergeladen werden: http://www.math.uni-bonn.de/ag/
1a2016/LA1.htmpl

Losungen zu den Ubungszettel miissen Freitags vor der Vorlesung, d.h. 10:00 — 10:15
Uhr, eingereicht werden.

Die Teilnehmer der Tutorien 5, 6, 7 und 8 werden gebeten, die Ubungszettel direkt bei
Ihrem Tutor wahrend des Freitags Tutoriums von 8:00-10:00 Uhr abzugeben.

Die korrigierten Ubungszettel bekommen Sie in Threm Tutorium zuriick; dort werden
auch die Losungen zu den Aufgaben besprochen.

Fiir die Zulassung zur Klausur sind mindestens 50% der Ubungspunkte erforderlich.

Es wird ein Help Desk fiir Fragem zur Vorlesung und den Ubungen angeboten. Dort
steht Thnen Montags 15:00-18:00 sowie Donnerstags 14:00-17:00 Uhr jeweils im Raum
N1.002 (Endenicher Allee 60, Nebengeb#ude) ein Student eines hoheren Semesters fiir
Fragen zur Verfiigung.

Mehr Details finden Sie auf der oben genannten Homepage der Vorlesung.
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